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Re´sume´ :
L’e´tude du ballottement dans un re´servoir rectangulaire en pre´sence d’une excitation dynamique ver-
ticale est pre´sente´e. La re´solution des e´quations, re´gissant le mouvement de ballottement d’un fluide
confine´ dans un re´servoir de ge´ome´trie rectangulaire soumis aux forces de rappels de type gravitaires
et capillaires, nous permet d’avoir les fre´quences et les modes propres. L’introduction d’une excita-
tion dynamique verticale de type sinuso¨ıdale donne un proble`me d’oscillations parame´triques re´git par
l’e´quation de Mathieu. L’analyse de l’e´quation de Mathieu montre l’existence des zones stables et in-
stable. Un diagramme de stabilite´ est donne´ en fonction des parame`tres du proble`me. L’analyse du
ballottement dans les zones stables montre des effets non line´aires qui de´pendent de la fre´quence et de
l’amplitude de l’excitation dynamique. L’e´volution temporelle de la surface libre, des repre´sentations
dans l’espace des phases et des diagrammes de puissances sont trace´s pour expliciter les effets non
line´aires.
Abstract :
The study of sloshing in a rectangular tank in presence of vertical dynamic excitation is presented. Sol-
ving equations governing the sloshing movement of the fluid with free surface confined in a rectangular
tank and subject to gravity and capillary forces gives the eigenfrequencies and the free surface eigen-
modes. Introduction of a vertical dynamic excitation of sinusoidal type gives a parametric oscillations
problem governed by the Mathieu equation. Analysis of the Mathieu equation shows the existence of
stable and unstable zones. A stability diagram is given as function of the problem parameters. Sloshing
studies in the stable zones show non-linear effects which depend on the frequency and the amplitude
of the dynamic excitation. The temporal evolution of the free surface, phase space representations and
powers diagrams are plotted to clarify the nonlinear effects.
Mots clefs : Ballottement ; Excitation ; Stabilite´.
1 Introduction
L’objectif de ce travail est l’e´tude des caracte´ristiques line´aires du ballottement dans le cas d’une
ge´ome´trie rectangulaire. En effet, nous proposons d’examiner le mouvement de faible amplitude d’un
fluide avec surface libre, contenu dans un re´servoir rectangulaire rigide et de profondeur uniforme.
L’introduction d’une excitation dynamique verticale de type sinuso¨ıdale donne un proble`me d’oscil-
lations parame´triques re´gi par l’e´quation de Mathieu. L’analyse de cette e´quation montre l’existence
des zones stables et instables. Un diagramme de stabilite´ est donne´ en fonction des parame`tres du
proble`me. L’analyse du ballottement dans les zones stables montre des effets non line´aires. Ces effets
de´pendent de la fre´quence et de l’amplitude de l’excitation dynamique. Les profils d’e´volution de la
surface libre, des repre´sentations dans l’espace des phases et les diagrammes de puissances sont trace´s
pour expliciter les effets non line´aires.
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Les effets du sloshing dans les mouvements des fluides a` surface libre, contenus dans un re´servoir
et soumis a` une excitation externe peuvent avoir beaucoup de conse´quences dans des applications
technologiques varie´es. Par exemple, les oscillations des liquides, dans les re´servoirs de stockage, pro-
voque´es par des tremblements de terre, les re´servoirs des camions sur des routes. Nous savons que
les re´servoirs partiellement remplis sont enclin au sloshing violent sous certains mouvements, parti-
culie`rement quand la fre´quence de l’excitation est proche des fre´quences propres du fluide (re´sonance).
Le mouvement des fluides induit des fortes pressions d’impact qui sont localise´es sur les parois des
re´servoirs. Ces pressions causent des dommages important dans la structure. Faraday [1] a e´tudie´
l’instabilite´ due a` l’oscillation verticale d’un re´cipient, connu sous le nom d’ondes de Faraday, Ces
instabilite´es sont appele´es instabilite´s parame´triques. Benjamin et Ursell [2] ont e´tudie´ the´oriquement
les oscillations verticales et ont conclu que les solutions de l’e´quation Mathieu sont toujours instables
pour une fre´quence d’une excitation exterieure qui est le double de la fre´quence du ballottement.
L’approche modale est l’une des me´thodes utilise´e pour re´soudre le proble`me des oscillations pa-
rame`triques non-line´aires. Elle consiste a` de´velopper la fonction qui repre´sente l’e´le´vation de la surface
libre et le potentiel des vitesses du fluide en se´ries de Fourier ge´ne´ralise´es. Faltinsen et al. [3] ont propose´
une me´thode pour re´soudre ce proble`me pour le ballottement re´sonnant duˆ a` l’excitation sinuso¨ıdale
du mode primaire dans un re´servoir rectangulaire. Les solutions analytiques d’ordres infe´rieurs sont
tre`s utiles pour la compre´hension des mouvements des petites amplitudes dans les re´servoirs, et pour
valider les mode`les nume´riques. Cependant, les expe´riences physiques et la mode´lisation nume´rique
sont ne´cessaires pour des grands mouvements de la surface libre, car ni la the´orie line´aire ni la the´orie
faiblement non-line´aire ne sont applicables quand les effets d’ordre supe´rieur sont significatifs.
2 Equations du mouvement
On conside`re un fluide parfait a` surface libre, incompressible, de masse volumique ρ, de coefficient de
capillarite´ σ, en e´coulement irrotationnel dans un re´servoir rectangulaire de longueur L et de hauteur
H. Le fluide est soumis a` une excitation verticale sinuso¨ıdale Z¨ = −aγ2cos(γt) Figure 1. Le proble`me
est bidimensionnel et les coordonne´es utilise´es sont les coordonne´es carte´siennes x et z. Les e´quations
re´gissant le mouvement du fluide dans le re´servoir, en tenant compte de l’excitation, sont : L’e´quation
Figure 1 – Sche´ma du proble`me
de Laplace :
∂2φ
∂x2
+
∂2φ
∂z2
= 0. 0 ≤ x ≤ L − h ≤ z ≤ η (1)
Ou` φ(x, z, t) repre´sente le potentiel des vitesses et η(x, t) repre´sente l’e´le´vation de la surface libre du
fluide. L’e´quation (1) traduit la conservation de la masse. Les conditions aux limites sont donne´es par :
La condition du fond
∂φ
∂z
(x,−h, t) = 0 (2)
ou` h est la profondeur du fluide par rapport a` l’origine z = 0
∂φ
∂x
(0, z, t) =
∂φ
∂x
(L, z, t) = 0 (3)
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Qui repre´sentent l’adhe´rence au niveau des deux parois verticales x = 0 et x = L La condition de
glissement a` la surface libre est exprime´e par l’e´galite´ des vitesses normales du fluide et de la surface
libre, ce qui traduit le fait qu’une particule de fluide situe´e sur la surface libre y est reste. Elle est
donne´e par :
∂φ
∂z
=
∂η
∂t
z = 0. (4)
Cette condition est appele´e condition cine´matique sur la surface libre. La condition dynamique a` la
surface libre est de´duite de l’e´quation de Bernoulli. L’e´tat dynamique de la surface libre est impose´e par
une condition que traduit la diffe´rence de pression de part et d’autre de la surface libre et compense´e
par les effets de tension de surface σ. Soit P = Pa − σC, Ou` Pa est la pression atmosphe´rique et C
la courbure moyenne de la surface libre C = 1R1 +
1
R2
avec R1 et R2 qui sont les rayons de courbure
principaux. Avec une pression atmosphe´rique Pa constante, la condition dynamique a` la surface libre
est :
∂φ
∂t
+ gη + Z¨η − σ
ρ
C = 0 z = 0. (5)
En coordonne´es carte´siennes bidimensionnelles, l’expression de la courbure C line´arise´e, est donne´e
par C = 1R1 +
1
R2
= ηxx.
3 Solution du proble`me
La me´thode de re´solution est une combinaison de la me´thode modale avec la me´thode de se´paration
des variables. Le potentiel des vitesses est donne´ sous la forme ge´ne´rale suivante :
φ(x, z, t) =
∞∑
n=1
Fn(t) cos(knx)
cosh[kn(h+ z)]
cosh(knh)
(6)
Fn(t) est une fonction qui de´pend du temps et kn repre´sente le nombre d’onde. Le potentiel des
vitesses, donne´ pre´ce´demment satisfait la condition au fond du re´servoir y = −h. Il satisfait aussi les
conditions sur les vitesses normales au niveau des parois late´rales x = 0 et x = L pour des nombre
d’onde kn = npi, n = 0, 1, .... La combinaison des conditions, cine´matique et dynamique, au niveau de
la surface libre donne :
∂2φ
∂t2
+ (1 + Z¨)
∂φ
∂z
+ σ
∂3φ
∂z3
= 0 z = 0. (7)
En introduisant la forme ge´ne´rale du potentiel des vitesses, on obtient :
d2Fn(t)
dt2
+ [(1 + Z¨)kn + σk
3
n] tanh(knh)Fn(t) = 0 (8)
Cette e´quation repre´sente la relation de dispersion.
3.1 Cas non-excite´
Lorsque l’excitation dynamique exte´rieure est nulle Z¨ = 0, la relation de dispersion s’e´crit :
d2Fn(t)
dt2
+ [1 + σk2n]kn tanh(knh)Fn(t) = 0 (9)
dont la solution est :
Fn(t) = An cos(ωnt) (10)
Ou` ωn repre´sente les fre´quences propres du ballottement dans le cas gravito-capillaire . Elles sont
donne´es par :
ωn =
√
[1 + σk2n]kn tanh(knh) n = 0, 1, 2, ... (11)
Si on suppose qu’initialement le fluide est au repos avec une perturbation de la surface libre, soit :
φ(x, z, 0) = 0 η(x, 0) = η0(x) =
∞∑
0
an cos(knx) (12)
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La solution du proble`me est :
φ(x, z, t) = −
∞∑
n=0
an
ωn
cos(knx)
cosh[kn(h+ z)]
cosh(knh)
sin(ωnt) (13)
η(x, t) = −
∞∑
n=0
an cos(knx) cos(ωnt) (14)
3.2 Cas excite´
Lorsqu’on tient compte de l’excitation dynamique exte´rieure, les condition cine´matiques et dynamiques
a` l’interface s’e´crivent :
∂φ
∂z
=
∂η
∂t
z = 0. (15)
et
∂φ
∂t
+ (1− aγ
2
g
cos(γt))η − σ∂
2η
∂x2
= 0 z = 0. (16)
On cherche des solution de la forme :
φ(x, z, t) =
∑
n
Fn(t) cos(knx)
cosh[kn(h+ z)]
cosh(knh)
(17)
et
η(x, t) =
∑
n
αn(t) cos(knx) (18)
Ou` kn = npi repre´sente le nombre d’onde. Introduisant ces deux ralations dans les deux conditions,
cine´matique et dynamique, a` la surface libre. On obtient apre`s simplification la relation :
d2αn(t)
dt2
+ (a0 − 2ε cos(2t))αn(t) = 0 pour n = 0, 1, ... (19)
Ou` a0 = 4
(1+σk2n)kn tanh(knh)
γ2 et ε =
2akn tanh(knh)
g Cette e´quation est sous forme d’une e´quation de
Mathieu. Il existe plusieurs me´thodes pour de´terminer la solution de cette e´quation. Cette solution
de´pend des parame`tres ε et a0. La de´termination du diagramme de stabilite´ correspondant a` cette
e´quation nous permettra de localiser les zones stables et instables.
Lorsque ε est petit, on utilise la me´thode des perturbations pour de´terminer la solution dans les zones
Figure 2 – Diagramme de stabilite´ de l’e´quation de Mathieu
stables. On cherche cette dernie`re sous la forme :
αn(t; ε) = αn0(t) + εαn1(t) + ε
2αn2(t) + ...... (20)
4
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
Introduisant cette forme dans l’e´quation de Mathieu, on obtient, apre`s quelques manipulations ana-
lytique, la solution donne´e par :
φ =
∑
n
gAn
[
1
ω2n
cos(ωnt) +
ε
2
(θ211n cos(ωn + γ)t+ θ
2
21n cos(ωn − γ)t
+
ε2ω2n
4
(θ211nθ
2
21n cos(ωn + 2γ)t+ θ
2
21nθ
2
22n cos(ωn − 2γ)t)
]
cos(knx)
cosh(kn(z + h))
cos(knh)
(21)
Et :
η =
∑
n
An
[
cos(ωnt) +
εω2n
2
(θ211n cos(ωn + γ)t+ θ
2
21n cos(ωn − γ)t)
+
ε2ω4n
4
(θ211nθ
2
21n cos(ωn + 2γ)t+ θ
2
21nθ
2
22n cos(ωn − 2γ)t)
]
cos(knx) (22)
Ou` An est l’amplitude de αn0(t), θ11n,θ12n, θ21n et θ22n sont des fonctions de ωn et γ.
4 Re´sultats et discussions
Les fre´quences propres du ballottement, dans un re´servoir rectangulaire sous l’effet de la gravite´ ou
de la gravite´ capillarite´, croient rapidement pour des faibles taux de remplissage et tendent vers des
valeurs stables lorsque le re´servoir est rempli au dela` de la moitie´. Dans la Figure 3(a), on montre
l’e´volution des cinq premie`res fre´quences propres dans le cas de la gravite´ et le cas gravito-capillaire
avec un coefficient de tension superficielle σ = 5.10−3. On remarque que les valeurs des fre´quences
propres augmentent lorsque la tension superficielle est pre´sente. Dans le cas non excite´, la Figure 3(b)
(a) (b) ,
Figure 3 – (a) :Fre´quences propres : gravite´ pure (Noir), gravite´-Capillarite´ (Rouge), (b) :Evolution
spatio-temporelle de la surface libre pour h = 0.5 et σ = 5.10−3
montre l’e´volution spatio-temporelle de la surface libre pour hL = 0.5. On remarque que la forme de
l’onde est une courbe de cosinus qui se propage. En fait, une particule fluide de la surface libre de´crit
un mouvement oscillatoire vertical et harmonique. La phase de ce mouvement des particules fluides
pour les meˆmes modes est identique pour toutes les valeurs de σ et pour h = 0.5. Ils ont donc une
meˆme pe´riode et une meˆme phase, mais quand on change le mode, la phase diminue. Dans le cas excite´,
on repre´sente dans la Figure 4(a), l’e´volution temporelle, le diagramme des phases et le spectre des
puissances dans le cas de la gravite´ pure pour deux valeurs de ε correspondantes a` deux zones stables.
Pour une parame`tre de perturbation ε faible, ce qui correspond a` une excitation exte´rieure de faible
amplitude, l’e´volution temporelle de la surface libre demeure sinuso¨ıdale. Cette e´volution est confirme´e
par un portrait de phase repre´sentant une boucle ferme´e. Le spectre de puissance indique la pre´sence
d’une seule fre´quence dominante qui correspond a` la premie`re fre´quence propre du fluide. Lorsque ε
augmente, l’e´volution temporelle n’est plus sinuso¨ıdale, le portrait de phase correspondant corrobore
cette e´volution et le spectre de puissance indique la pre´sence d’une seconde fre´quence, tre`s proche de la
premie`re fre´quence propre, dont l’effet est comparable a` cette dernie`re. La figure 4(b) montre l’influence
de la capillarite´ sur l’e´volution temporelle, le diagramme des phases et le spectre de puissance. Cette
influence apparaˆıt clairement pour des grandes perturbations. Les graphes repre´sentant l’e´volution
temporelle, le portrait de phase dans le cas gravitaire pure et le cas gravito-capillaire le confirme.
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(a) (b)
Figure 4 – Evolution temporelle de la surface libre, Portrait de Phase et Spectre de puissance pour
h = 0.5 , = 0.0014 et  = 0.11 (a) cas de gravite´ pure, (b) cas gravito-capillaire avec σ = 5.10−3
5 Conclusions
Dans ce travail nous avons conside´re´ le mode`le d’e´coulement le plus simple, permettant de mettre
en e´vidence les caracte´ristiques des ondes qui se manifestent suite a` une perturbation initiale d’une
surface libre confine´e dans un re´servoir rectangulaire. Par ailleurs, l’e´coulement e´tudie´ est re´git par
l’e´quation de continuite´ (qui est re´duite a` une divergence nulle de la vitesse car le fluide est conside´re´
incompressible) et l’e´quation de mouvement, ainsi que les conditions aux limites associe´s dont celles
exprime´es sur la frontie`re mobile qui sont ensuite line´arise´es. Ce qui permet d’obtenir des solutions
assez simples mais les plus restrictives. Le point notable est le fait que ce mouvement est dispersif.
La tension de surface e´tait incluse et son effet qui n’intervient qu’aux petites e´chelles fait augmenter
les fre´quences propres de la surface libre quand le fluide e´tudie´ est trop le´ger ou dans des expe´riences
hydrodynamiques en microgravite´ ou lorsqu’on s’inte´resse au ballottement dans des re´servoirs de pe-
tite e´chelle de longueur. Autrement, ces effets sont masque´s par l’influence la gravite´ . Cette approche
line´aire est bien adapte´e tant que l’amplitude des oscillations reste faible devant la longueur d’onde.
L’introduction d’une excitation dynamique verticale de type sinuso¨ıdale donne un proble`me d’oscilla-
tions parame´triques re´gi par l’e´quation de Mathieu. L’analyse de l’e´quation de Mathieu montre l’exis-
tence de zones stables et instables. Un diagramme de stabilite´ est donne´ en fonction des parame`tres
du proble`me. L’analyse du ballottement dans les zones stables montre des effets non line´aires. Ces
effets de´pendent de la fre´quence et de l’amplitude de l’excitation dynamique. Des profils de l’e´volution
temporelle de la surface libre, des repre´sentations dans l’espace des phases et des diagrammes de
puissances sont trace´s pour expliciter les effets non line´aires.
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